L.Kowalski-Model jednorownaniowy

Jednorownaniowy model liniowy z jedng zmienng objasniajaca

Y=0,+pX+¢
gdzie:
Y - zmienna objasniana, y,- wartosci (obserwacje) zmiennej Y; i = 1,...,n - numer obserwacji,
X - zmienna objasniajaca, x,- warto$ci zmiennej X,
By, B, - parametry strukturalne (ich przyblizong warto$¢ wyznacza si¢ na podstawie obserwacji (x;,y;))
¢ - sktadnik losowy.

Zaktadamy, ze
v, =B, + Bx +¢& i=12,...n
tzn. kazda zaobserwowana warto$¢ y, jest funkcja liniowa x; z doktadnoscia do sktadnika losowego ¢, .

Zaktadamy rowniez, ze X, Y] ustalonymi wartosciami (nielosowymi), takimi samymi

w powtarzalnych probach. Sktadniki losowe &, sa losowymi zmiennymi niezaleznymi o zerowej wartosci przecigtnej 1 wariancji, ktora nie zalezy od 1
(homoskedastycznos¢).

Aby wyznaczy¢ przyblizona warto$¢ parametréw strukturalnych S, B, na podstawie proby stosujemy metod¢ najmniejszych kwadratow (MNK).

MNK polega na wyznaczeniu takich przyblizen

b, = B, b~ p
aby dla danych obserwacji (x;,y;) suma kwadratow odchylen zaobserwowanych wartosci
¥, od wartosci teoretycznych y, = S, + f,x, byta minimalna, tzn. chcemy wyznaczy¢ minimum funkcji:

*)  Sbb)=Ye =D (3,-5) =Dy b, -bx,)’
i=1 i=1 i=1

€ =Y, — ), nazywamy resztami modelu regres;ji
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MNK:
A
i} =by +b; X
N (prosta regresji z
€=), =V proby)
Yi
€
Vi
L]
(]
Xi

Nalezy wyznaczy¢ prosta regresji tak aby suma p6l kwadratow byta minimalna.
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Obliczajac pochodne czgstkowe funkcji (*) 1 przyréwnujac do zera otrzymujemy
(uktad réwnan normalnych)

S0 h —ﬂlx,-><—1>=—2(iy,- Ay —nﬂoj=0

s%:zzn:(yi - By _ﬂlxi)(_xi):_z(zn:yz'xi _ﬂlzn:xiz _ﬂozn:xijzo

L , , . . . . _ <& . . o
rozwigzujac otrzymany uktad rownan (np. pierwsze rOwnanie mnozymy przez —Xx = ——in 1 dodajac stronami obliczamy f,) otrzymamy wzory na
i=1
przyblizone warto$ci parametrow strukturalnych
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any, Z Zyl B ny,—xy Z X, —X y, y)
" ”in ( x) —ZX —(x) Z(x —x)
b, =y—bx

Mozna wykaza¢, ze dla tych wartosci spetniony jest warunek dostateczny minimum.
Prosta

Y=b,+bX
nazywamy prosta regresji z proby.
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Uwaga:

a) Z(Xi_f)()’i_f)zzxyi—nﬁ
b) Z(x —x) ZX - ( )
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Model regresji liniowe;:

A
by = Bo

by = By
(estymatory)

EY = Bo +81X
(prosta regres;ji)

?: by +b; X
(prosta regresji z

Xj

Uwaga
Gdy X jest zmienng czasowa x, =¢ tzn. model ma posta¢ ¥ = f, + Bt + & wowczas taki model nazywamy modelem tendencji rozwojowej lub

modelem trendu liniowego.
Wtedy korzystajac z ustalonych wartosci t wzory na b; i b, mozna uprosci¢ (patrz odpowiedni temat).
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Miary dopasowania.
Wariancja resztowa:
Wariancja resztowa to usrednienie pol kwadratow zbudowanych na resztach
1 odzwierciedla stopien dopasowania prostej regresji do danych statystycznych.
Niech, e, =y, —J,, gdzie J =b,+bx, wtedy
n
S
g2 — =l

)

czyli

¢ Zyz'z _bOzyi _blzxiyi

‘ n—72

S, =4/S’ oznacza $rednie (standardowe) odchylenie od prostej regresji.
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Dopasowanie modelu do danych empirycznych mozna ocenia¢ odchyleniem standardowym reszt lecz jest to miara bezwzgledna i nieunormowana,
dlatego do porownan lepsze sg miary wzgledne lub unormowane.
Najprostsza wzgledna miara dopasowania jest wspétczynnik zmiennosci losowej :

v =52 100%
Y

Wspdtczynnik ten informuje jakg czes$¢ Sredniej warto$ci badanego zjawiska stanowi odchylenie standardowe reszt.
Mniejsze warto$ci tego wspotczynnika wskazujg na lepsze dopasowanie modelu do danych empirycznych, niekiedy zada si¢ aby np. V. <0,2 (0,3).
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] Zmienno$¢
yi .
catkowita } PR
° Zmienno$¢ wyjasniona
— modelem regresji
Y * R

v

Wprowadzamy oznaczenia:
Catkowita suma kwadratow (zmiennos¢ catkowita): CSK = Z( v, =)’

Wyjasniona suma kwadratow (zmiennos¢ wyjasniona):  WSK = Z (3, - ¥
Niewyjasniona suma kwadratow (zmienno$¢ przypadkowa): NSK = Zef
gdzie: y, =b, + bx,

Wiasnosé: > (v, =)= (5, =7+ ¢/

Czyli CSK = WSK + NSK

Miara dopasoewania modelu do rzeczywistosci (wartosci zaobserwowanych) jest rowniez wspétczynnik determinacji R*
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o2 TSK

2
=5k R*<(0,1)

Wspotezynnik determinacji:

Wspolczynnik ten okresla jaka cze¢s¢ calkowitej zmiennoSci zmiennej objasnianej zostala wyjasniona przez model regresji liniowej.

Praktyczne sposoby obliczania wspdiczynnika determinacji:

:yj(j}i_)_})z 1 yjeiz :boy‘,yi+b1$‘,xiyi_n)_’2 _
-3 D -y) >yl —n(y)

RZ

_bl(zxiy,-—nx_y) S _COVZ(X,Y):rz

B G R
n—>2

Whiosek. Dla modelu liniowego wartos¢ liczbowa wspotczynnika determinacji jest rowna kwadratowi wspotczynnika korelacji Pearsona.

10
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Przyktad

Badano zaleznosci kosztow catkowitych (w tys. zt.) Y od wielkos$ci produkcji (tys. szt.) X w 6-ciu zaktadach produkcyjnych.
Xt 2 |4 3 2 6 1

vo | 21544772

Dla modelu Y = f, + B,x + ¢ wyznaczamy przyblizone wartosci parametrow strukturalnych i wspoétczynnik determinacji.

11
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Obliczenia wykonamy w tabeli

X Vi xi_)? yi_.)_/ (xi_f)(yi_.)_/) (x,-_f)z (y,-—f)z .)’}i )A}i_)_} ()A/, _)_/)2
2 2 -1 -2 2 1 4 3 -1 1
4 5 1 1 1 1 1 5 1 1
3 4 0 0 0 0 0 4 0
2 4 -1 0 0 1 0 3 -1 1
6 7 3 3 9 9 9 7 3 9
1 2 2 -2 4 4 4 2 -2 4
18 | 24 0 0 16 16 18 24 0 16
_ 1 _ 24 1
x=—8=3; y=—=4; b1=—6=1; by=4-1*3=1
6 6 16
zatem zwigzek pomiedzy kosztami catkowitymi a wielkos$cig produkcji wyraza sie zaleznos$cig liniowg w postaci
Y=1+X
Wspotczynnik determinacji
R = 16 = 0,89

18
nalezy oczekiwac, ze rozpatrywany model wyjasnia 89% calkowitej zmiennosci kosztow catkowitych produkcji.

12
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Prognoza na podstawie modelu liniowego. (jedna zmienna)
Y= b, +b, X oszacowany model ekonometryczny.
Prognoza punktowa.

Niech X r — przewidywana warto$¢ cechy X w okresie prognozy.

Prognoza punktowa )}, to przewidywana warto$¢ cechy Y odpowiadajaca wartosci X, cechy X.

v, =h+hx,

13



L.Kowalski-Model jednorownaniowy

Standardowy btad prognozy

Ll —%)

Zx +nx —2x Zx
s =8 =5 [1+=

n n ) n
Z(xz - %) 330
= i=1 i=1

Zatem nalezy traktowac warto$¢ prognozy jako y T * S,
_ 2

Gdzie S =S, to odchylenie resztowe.

Niech € =V, = Vi,  gdzie Vi = bo + blxi wtedy
n 5 n n n

2
2 :ei Zyi _bOZyi _blzxiyi
Se — ‘ Se — =l i=1 i=1

n—2| ol n—2

14
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Jako$¢ prognozy punktowej mozemy oceni¢ wzglednym btedem prognozy punktowe;j

s = —5100%

15
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Model tendencji rozwojowej
Gdy X jest zmienng czasowa x; =t (¢=1, 2, ..., n) tzn. model regresji ma postac Y= b, +b,t
wowczas taki model nazywamy modelem tendencji rozwojowej lub modelem trendu liniowego

Wtedy korzystajac z wlasnosci:

*) it:n(n2+l)’ Zi:tzzn(n+1)6(2n+l)’ t_znTH Z(t—t_)ZZth—n(f)z

Mamy

_ l’ly:lyt _y:ty:yz . lzy:(t_z)yz

bl

Y Y L G

n+1
2

16
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Wariancja resztowa
Niech e =y, -3, (gdzie ), = b, +byx,) to reszty modelu, wtedy

2 Zyzz _bOZyt _blzzyt
2 — t=1 t=1 t=1

2
Ze" Ky

Sezn_2 czyli| ¢ n—2

2
S, =1/S. oznacza $rednie (standardowe) odchylenie od trendu liniowego.

17
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Dopasowanie modelu do danych empirycznych oceniamy tez wspotczynnikiem determinacji

, 20w _ D
DY) DY (0§

be +bZlyt ny (Zlyt nty) _
R D ]

18
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Prognoza dla modelu trendu

Niech . — okres prognozy.

Prognoza punktowa V', to przewidywana warto$¢ cechy Y w okresie .

v, =h,+ht,

Standardowy btad prognozy punktowe;j

i) Yt ntl -2t 1

1

+ =5, 1+2 .

§ (=) nZt Zt

t=1

Wzor ten mozna uproscic¢ korzystajac z wlasnosci (*).

19
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n(n+1)(2n+1) ot =2t n(n+1)
s =5, [1+ > 6 > 22 =
n“(n+D2n+1) n-(n+1)
6 4
2
2@2n+1y+ 2 1o
=s,\[1+ 2n+1
n-—n

: . . : T+
Zatem nalezy traktowac warto$¢ prognozy jako Ve =8¢

Jakos$¢ prognozy punktowej mozemy oceni¢ wzglednym btedem prognozy punktowe;j

S =2:.100%

punkt — x|

T

20
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Przyklad. 1

Liczba maturzystéw (tys. osob) w pewnym wojewodztwie w latach 1991-1999 wynosita;
Rok | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999
Y 3,8 6 7,5 7,5 9,2 99 | 12,3 | 13,2 | 13,4

21
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Obliczenia wykonamy w tabelce:

rok Vi *yi v
1991 1 3,8
1992 2 6
1993 3 7,5
1994 4 7,5
1995 5 9,2
1996 6 9,9
1997 7 12,3
1998 8 13,2
1999 9 13,4

22
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rok t Wi t*vi v
1991 1 3,8 3,8 14,44
1992 2 6 12 36
1993 3 7,5 225| 56,25
1994 4 7,5 30| 56,25
1995 5 9,2 46| 84,64
1996 6 9,9 59,4 98,01
1997 7 12,3 86,1| 151,29
1998 8 13,2 105,6| 174,24
1999 9 13,4| 120,6| 179,56

45 82,8 486 | 850,68
n=9

Obliczamy warto$ci $rednie:
n+1

L= =0+nr=s
y:_zyf :%:9,2
n 9

Obliczamy oszacowane parametry modelu

Mamy

Y =b, +bt

23
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b 123, -1 y) _12(486-5-828)
l n(n* 1) 9@81-1)

b

by=y-bi=92-12-5=32

Otrzymane réwnanie trendu liniowego ma postac
Y=32+12t

Whiosek: W rozpatrywanym wojewodztwie przecietnie z roku na rok przybywato ok. 1200 maturzystow.

24
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Obliczamy wariancj¢ resztowa

t=1

¢ n—>2 9-2

5, =452 =4/0.36 =06

n 5 B n B n
) _ Zly b°;y‘ b2 _ 850,68—3,2-82,8—1,2-486

s =0,36

zatem

25
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Dopasowanie modelu do danych empirycznych oceniamy wspotczynnikiem zmiennosci resztowej Ve.

5. 06 6,52%

e

¥ 9.2
Whiosek: Mata warto$¢ wspotczynnika zmienno$ci $wiadczy o dobrym dopasowaniu modelu do danych empirycznych. Wynik jest pozytywny dla
modelu.

e

Dopasowanie modelu do danych empirycznych oceniamy tez wspoiczynnikiem determinacji
b —niF)_12(486-9-5-9,2)
>y -n(3)  850,68-9-(9,2)

Whiosek: Duza warto$¢ wspotczynnika determinacji $wiadczy o dobrym dopasowaniu modelu do danych empirycznych. Rozpatrywany model
wyjasnia ok. 97% catkowitej zmiennosci liczby maturzystow. Wynik jest pozytywny dla modelu.

R? =0,97=97%

Wyznaczymy prognoze na rok 2000 1 2001 i ocenimy jej btad.

Przewidywana liczba maturzystow w roku 2000:
%
Vi =b,+bt. =32+1,2-10=152

Zatem przewidujemy, ze w roku 2000 bedzie okoto 15200 maturzystow.

26
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Standardowy btad tej prognozy wynosi

2
22n+1)+ 2 1o
s =511+ 2”+1 -
n —n
12-102
22941+ ~12-10
= 0,6|/1+ O+1 = 0,742
929

Zatem w roku 2000 bedzie okoto 15200 = 742 maturzystow.

Jakos$¢ prognozy mozemy oceni¢ bledem wzglednym

5. =S 100% = 2742

-100% = 4,9%
V, 15,2

Zatem prognoza jest dopuszczalna (ma maty btad wzgledny).

Przewidywana liczba maturzystow w roku 2001:
*k
V' =b,+bt. =32+12-11=164

Zatem przewidujemy, ze w roku 2001 bedzie okoto 16400 maturzystow.

27
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Standardowy btad tej prognozy wynosi

2
2(2n+1)+ 2
n+1

T e 2

n —n

~12¢,

2

12-1
22-9+D)+——12-11
9+1

= 0,6\/1+ _ = 0,785
9° -9
Zatem w roku 2001 bedzie okoto 16400 = 785 maturzystow.
Jakos$¢ prognozy mozemy oceni¢ bledem wzglednym
0,785

5. =22.100% = .100% = 4,8%

v, 16,4
Zatem prognoza jest dopuszczalna (ma maty btad wzgledny).

Wykres danych i rownania trendu (Excel).

28
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14

12

10

V=T2X¥ 3.2
R2= 09717 /
6 8

10

29
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Analiza danych — Regresja
PODSUMOWANIE - WYJSCIE

Statystyki regresji

11 38
2 6
3 7,5
4| 75
5 9,2
6 99
7] 12,3
8] 13,2
9| 134

Wielokrotnosé¢ R

R kwadrat

Dopasowany R

kwadrat

Btad standardowy

0,985728116
0,971659919

0,967611336

06 < Se

Obserwacje 9
ANALIZA WARIANCJI
Istotnos¢
df SS MS F F
Regresja 1 86,4 86,4 240 1,13E-06
Resztkowy 7 2,52 0,36
Razem 8 88,92
Btad Wartos¢-  Dolne Gorne Dolne Gorne
Wspotczynniki standardowy t Stat p 95% 95% 95,0% 95,0%
3,2
Przeciecie 0,43589 7,341303 0,000157 2,169284 4,230716 2,169284 4,230716
Zmienna X 1 172 I 7746 15,49193 1,13E-06 1,016837 1,383163 1,016837 1,383163
b0
b1

L.Kowalski 05.04.2018
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